Int. J. Heat Mass Transfer.

Vol. 11, pp. 655-673. Pergamon Press 1968.

Printed in Great Britain

WARMEUBERGANG UNTER BERUCKSICHTIGUNG
DER REIBUNGSWARME BEI LAMINAREN KEIL-
STROMUNGEN MIT VERANDERLICHER TEMPERATUR

UND NORMALGESCHWINDIGKEIT ENTLANG

DER WANDt

K. GERSTEN und H. KORNER
Institut fiir Aerodynamik der Deutschen Forschungsanstalt fiir Luft- und Raumfahrt (DFL), Braunschweig

(Eingegangen 16 Mai 1967)

Zusammenfassung— Es wird die inkompressible laminare Grenzschicht fiir die Aussenstrémung U(x) =
ux™(—1 € m < co)mit Absaugen und Ausblasen betrachtet. Unter Beriicksichtigung der Reibungswirme
wird fiir die Wandtemperatur-Verteilung Ty(x) — T, = T,x" die Wirmestromdichte an der Wand
q(x, m, C, n, Pr, Ec) berechnet, wobei C ein Mass fiir die Normalgeschwindigkeit an der Wand (C > 0
Absaugen; C < 0 Ausblasen), Pr die Prandti-Zahl und Ec = uf/c,,T,. die Eckert-Zahl sind. Neben
zahlreichen numerischen Losungen werden insbesondere auch asymptotische Berechnungsformeln fiir
die Grenzfille kleiner und grosser Prandtl-Zahlen gegeben. Die Bedeutung des Recovery-Faktors fiir
veranderliche Wandtemperatur wird diskutiert. Auf den Sonderfall n = 2m, bei dem auch die Losungen

des Temperaturfeldes dhnlich sind, wird genauer eingegangen. Fiir m = —1 erfolgt im Anhang eine
Sonderbehandlung.
BEZEICHNUNGEN m, Exponent der Geschwindigkeitsver-

teilung lings der Wand nach Glei-

a, Temperaturleitfahigkeit (a = i/c,p); chung (5):
C ::;ar:e;;rlasfﬁ ?(? s:uog)l;rlllg de(rCW>an(Zl) n, Exponent der Temperaturverteilung
nac}; C;lleichun g @) langs der Wand nach Gleichung (4);
: ng ¥ e Nu,, Nusselt-Zahl [Nu, = gx/N(Ty — T,))];
Cp spezifische Wirmekapazitit bei kon- Wi tromdicht der Wand
stantem Druck - q, drmestromdichte an der Wan
- : ’ - (g = —A@T/dy)y];
i dimensionslose Stromfunktion nach Pr Prandtl-Zahl (Pr =,v /a);
QIelchgng (7); . Re,, Reynoldszahl (Re, = Ux/v);
g dimensionslose Stromfunktion nach ~
. r, Recovery-Faktor nach Gleichung
Gleichung (79); i (26);
Ec; Eckert-Zahl (E‘f. = ui/c,T,) 0. Tetts effektiver Recovery-Faktor nach
Ec*, Eckert-Zahl fiir verschwindenden Gleichung (30):;
Warmeubergang. an der Wand; T, Temperatur in der Grenzschicht;
Fy Fy, Temperaturgradienten an der Wand T, Eigentemperatur nach Gleichung(25);
nach GICICh.‘.l ng .(18) ; T,, Konstante nach Gleichung (4);
k, Parameter fiir die Absaugung (k > 0) T* Konstante nach Gleichung (23):;
an der Wand nach Gleichung (80); T" ’ Wandtemperatur & ’
W ’
) . T,, Freistrom-Temperatur;
t Aus dem Institut fiir Aerod ik {Leiter: Prof. Dr. ®© e ge e ’ v
H. Schlichting) der uDeu]:;ch;OFz;l;:rl?ung(saerisf;h fir Luft. U, Geschwindigkeit in der Aussenstrom-

und Raumfahrt (DFL), Braunschweig, Deutschland. ung nach Gleichung (5);
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u, Geschwindigkeit in der Grenzschicht

parallel zur Wand;

Konstante nach Gleichung (5);

v, Geschwindigkeit in der Grenzschicht
senkrecht zur Wand ;

Uy, Ausblasegeschwindigkeit an der
Wand;

X, Koordinate lings der Wand (siche
Bild 1);

Vs Koordinate senkrecht zur Wand (sieche
Bild 1).

B, Mass fiir den Keilwinkel [siehe Bild
1; B =2m/(m + 1)];

I'(b), vollstindige Gammafunktion;

n,#,  Aehnlichkeitsvariable nach Gleich-
ung (7) bzw. Gleichung (78);

9, dimensionslose Temperaturfunktion
nach Gleichung (12);

3, F5, dimensionslose Temperaturfunktio-
nen nach Gleichung (15);

A, Wirmeleitfihigkeit ;

v, kinematische Zihigkeit ;

0, Dichte;

¥, Stromfunktion nach Gleichung (6).

Indizes
W, Zustand an der Wand ;
oo, Zustand in der Aussenstrémung.

1. EINLEITUNG

BEKANNTLICH gilt fiir den Wirmestrom an einer
langsangestrémten ebenen Platte von konstanter
Temperatur in inkompressibler Strémung fol-
gendes, vergl. [1]: Wird die Reibungswéarme
vernachldssigt, ist der Warmestrom proportional
zur Differenz zwischen Freistromtemperatur
T,, und Wandtemperatur Ty. Bei Beriicksichti-
gung der Reibungswirme gilt fiir den Wirme-
strom die gleiche Formel, jedoch tritt anstelle
der Differenz zwischen Freistromtemperatur
und Wandtemperatur dann die Differenz zwi-
schen der sogenannten Eigentemperatur T, und
der Wandtemperatur. Die Berechnung des
Wirmestromes erfolgt demnach in zwei Schrit-
ten: (1) Berechnung des Wéarmestromes bei
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Vernachlassigung der Reibungswiarme und (2)
Berechnung der Eigentemperatur. Dabei ist die
Eigentemperatur als diejenige Wandtemperatur
definiert, fiir die bei Beriicksichtigung der
Reibungswirme der Warmestrom Null wird
(adiabatische Wandtemperatur). Die Differenz
von Eigentemperatur und Freistromtemperatur,
bezogen auf U2/2c,, wobei U, die Anstrom-
geschwindigkeit und c, die spezifische Wérme-
kapazitdt bei konstantem Druck sind, wird als
Recovery-Faktor r = (T, — T,)/(U%/2c,) be-
zeichnet. Seine Berechnung ist gleichbedeutend
mit der Bestimmung der Eigentemperatur. Bei
der lingsangestromten ebenen Platte ist der
Recovery-Faktor stets positiv. Das gilt auch
dann, wenn die Normalgeschwindigkeit an der
Wand von Null verschieden und proportional
x "% ist (Absaugen oder Ausblasen). Dabei sind
hier Fille mit Riickstrémung aus der Betrach-
tung ausgeschlossen.

Im folgenden soll der Wirmeiibergang unter
Beriicksichtigung der Reibungswirme fiir Fille
untersucht werden, bei denen sich sowohl die
Geschwindigkeit U(x) der Aussenstrébmung als
auch die Wandtemperatur Ty(x)ldngs der Wand
dndern. Insbesondere soll dabei untersucht
werden, ob sich der von der langsangestrémten
ebenen Platte her geldufige Begriff der Eigen-
temperatur verallgemeinern ldsst, so dass sich
die Berechnung des Wirmeiiberganges wieder
wie bei der lingsangestromten ebenen Platte in
zwei Schritten durchfihren ldsst, nidmlich
Berechnung des Wirmeiiberganges ohne Be-
riicksichtigung der Reibungswirme und Berech-
nung der Eigentemperatur.

Es werden Potenzgesetze sowohl fiir die Ge-
schwindigkeit der Aussenstromung U(x) = u,x™
als auch fiir die Wandtemperatur Ty(x) — T,
= T,x" angenommen. Es sei an dieser Stelle
angemerkt, dass eine der ersten grundlegenden
Arbeiten iiber Wiarmeiibergang bei veridnder-
licher Wandtemperatur von- Schlichting [2]
stammt.

Es wird sich im folgenden herausstellen, dass
eine Verallgemeinerung der Eigentemperatur
und damit der Berechnung des Wirmeiiber-
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ganges analog dem an der langsangestromten
ebenen Platte nur dann moéglich ist, wenn
zwischen den Exponenten m und n der feste
Zusammenhang n = 2m besteht. Fiir diese Fille
werden dann die Ergebnisse des Wirmeiiber-
ganges unter Beriicksichtigung der Reibungs-
wirme etwas ausfithrlicher diskutiert.

2. WARMEUBERGANG FUR BELIEBIGE
EXPONENTEN m UND

2.1. Allgemeine Losung

Die Differentialgleichungen fiir Strémungs-
und Temperaturfeld einer zweidimensionalen,
stationdren, inkompressiblen laminaren Grenz-
schicht unter Beriicksichtigung der Reibungs-
wirme lauten (vergl. Bild 1):

ou 0ov
3 ta, =0 (1)
ou ou du u

uax+va—y= a VE}E (2)

ox ”ay_“ay2 c,\0y)

+

Das erste Glied auf der rechten Seite von
Gleichung (2) entspricht dem Druckgradienten

BiLD 1. Strémung an einem Keil mit dem Keilwinkel fr =
[2m/(m + 1)] =, Geschwindigkeitsverteilung U(x) = u,x™.

der reibungslosen Aussenstromung, das zweite
Glied auf der rechten Seite von Gleichung
(3) stellt die Reibungswirme dar.

Die Losungen sollen folgende Randbedin-
gungen erfiillen:

y=0:u=0
_ — m+1 (m—1)/2
v=vy(x) = C\/( > u1v>x @
T= Tylx)=T, + Tx"
y=o00:u=UX) = ux" m> -1 ‘
T=T ©)

Dabei werden die Stoffgrossen a, v und c, als
konstant angenommen. Auf den zunichst aus-
geschlossenen Fall m = —1 wird im Anhang
eingegangen.

Die hier betrachteten Keilstrémungen mit
den Geschwindigkeitsverteilungen

U(x) = u;x™ (uy > 0)

und den angegebenen Verteilungen der Normal-
geschwindigkeit an der Wand '

1
vp(x) = — C\/(m;_ uﬂ) xtm =12

fiihren bekanntlich auf dhnliche Losungen fiir
das Geschwindigkeitsfeld. Durch Einfithren
einer Stromfunktion y entsprechend

LA
T dy Ox

kann die Kontinuititsgleichung, Gleichung (1),
identisch erfiillt werden.
Mit den Substitutionen

3 /m+1wm
=012

) ) (7
ﬂm:%qm+umuJ

erhilt man fiir die Geschwindigkeitskomponen-
ten

(6)
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u(x, y) = Ulx)f"(n)

2
oy =~/ [——*m — v] ®
1
[K"Lf —‘”“ﬂf :|

Damit ergibt sich aus der Impulsgleichung
(2) die folgende gewohnliche Differential-
gleichung

2m

1t 1" - 12 —
R K R LI
bzw. f"+ff"+ Bl —-fH=0
mit den Randbedingungen:
n=0:f0)=C [0 =0
n= oo fi@) =1, }“0)
Dabei hat
2m
B=m+1 (1D

die in Bild 1 skizzierte geometrische Bedeutung.

Bei den Losungen f(n, m, C) der Gleichung (9)
handelt es sich um &#hnliche Losungen der
Grenzschichtgleichungen. Diese sind vom Tem-
peraturfeld unabhingig und wurden bereits
von verschiedenen Autoren berechnet, vergl.
[1,4,5]

Wird die Energiegleichung, Gleichung (3),
vom x, y-System in das x, n-System entsprechend
Gleichung (7) transformiert, so kann man nicht
erwarten, dass im allgemeinen Fall das Tempera-
turfeld nur von der Ahnlichkeitsvariablen 7
allein abhingt. Es ergibt sich vielmehr fiir die
dimensionslose Temperatur

T(X,.V) B Too T(X,)’) - T
1 = = 12
o) = o (12)
die folgende partielle Differentialgleichung:
0%
on* + Pr f
2 o9 13
= Prf’m T 1x5-£—PrEcx2”‘ nfr2, (13)
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wobei Pr = v/a die Prandtl-Zahl und Ec =
u/c,T, die Eckert-Zahl bedeuten. Die Rand-
bedingungen lauten:

Hx,0) =1 (14)
Hx, o) = )

n=20:
n= o0

Die Loésung von Gleichung (13) erfolgt durch

den Ansatz:

3(x,n) = H(n) + x> ~"Ec Iy(n). (15)

Daraus ergeben sich fiir die Funktionen 9,(n) und
3u(n) die folgenden gewdéhnlichen Differential-
gleichungen:

on 1
U+ Prf9 — Pr [ 9=
1
n=0: ,91(0)=1 r (16)
n=00: 3fo0) =0 ]
19“+Prf|9;1_ 1Prf’|9"
= — Prf" L (17)
n=0: 940 =0
n = o0:I(o0) =0. J

Bemerkenswert ist, dass Gleichung (17) und
damit die Funktion 9y(#n) von n unabhiingig ist.
Aus den Losungen 3(n) und 9y(n) der Gleichun-
gen (16) und (17) und insbesondere aus deren
Anstiegen an der Wand

} (18)

3(0) = F(m, C, Pr,n)

(0) = Fy(m, C, Pr)
erhilt man fiir den Wirmestrom an der Wand
unter Beriicksichtigung von Gleichung (7) und
Gleichung (12):

oT
x,m,C,Pr,n,Ec) = — A (—)

gl 3 )yeo

- _ AT \/(m + lﬂ) x(2n+m-—1)/2
: 2 v

X [9{(0 + sz_nEC -9;1(0)]

_ - \/[m + 1 U(x) x]
- X 2 v

r (19)



WARMEUBERGANG UNTER BERUCKSICHTIGUNG DER REIBUNGSWARME

U(x) (19)
X [F T - T “]‘ j

Daraus lisst sich wie folgt eine ortliche Nusselt-
Zahl bilden:

_ qx)x
N = T - To)

_ \/[m + 1 U(x) x]
T 2 v

U?(x)
< i
U(x) x

(20)

oder schliesslich mit Re, =

Nu,
J(Rey)

) L
-- [z

U¥(x)
+ T =T FH:I. 1)

Nach Gleichung (19) hingt der Wirmestrom
an der Wand in komplizierter Weise von der
Lingskoordinate x ab. Der Wirmestrom ver-
schwindet im allgemeinen Fall nur an einer
bestimmten Stelle x, wenn namlich die eckige
Klammer in Gleichung (19) Null wird.

Die eckige Klammer in Gleichung (19) und
damit der Wirmestrom ¢g(x) an der Wand kann
nur dann fiir alle x-Werte gleichzeitig ver-
schwinden, wenn die Bedingung

Im—n=0 22)

erfiillt ist. In diesem Fall muss die Eckert-Zahl
einen ganz bestimmten kritischen Wert

Ec* = i (23)
c,TH
annehmen. Die Gleichung
Fy+ Ec*Fy;=0 (24)

kann als Bestimmungsgleichung fiir Ec* auf-

2c
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gefasst werden. Die dazugehorige Wandtem-
peraturverteilung, fiir die der Wirmeiibergang
an die Wand fiir alle x-Werte verschwindet,
kann als Figentemperaturverteilung

L(x) - T, = T3x" (25)

bezeichnet werden. Damit lisst sich der
Recovery-Faktor r definieren als:

Tx)-T, Ty _ 2
rim, C, Pr) = U*x)2c, u3/2c, Ec*’
Die Kombination der Gleichungen (19, 23-25)
fihrt dann auf die Beziehung fiir den Wir-
mestrom an der Wand:

q(x,m, C, Pr, Ec)

_ ——lTW_ Te\/[m +1 U(x)x]FI
x 2 v

(n = 2m). 27)

Aus dem Vergleich von Gleichung (27) und
Gleichung (19) erkennt man, dass analog dem
bereits erwihnten Sachverhalt bei der langs-
angestromten ebenen Platte der Wirmestrom
unter Beriicksichtigung der Reibungswirme
mit der gleichen Formel berechnet wird wie
der Wirmestrom ohne Beriicksichtigung der

(26)

" Reibungswirme (Fy =0) in Gleichung (19),

wenn lediglich statt Ty — T, der Ausdruck
Tw — T, gesetzt wird [6].

Falls die Bedingung 2m — n = 0 nicht erfiillt
ist, lisst sich Gleichung (19) dennoch formal
auf eine der Gleichung (27) entsprechende
Formel

Y - = Tt \/[m; 1U(nvc)x] F, (28

bringen, wenn man folgendermassen die von
Eckert [3] als effektive Temperatur T, be-
zeichnete Temperatur einfiihrt:

_ V9 F
F

Td®) — Ty, = (29)

p

Analog zu Gleichung (26) lasst sich daraus
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auch ein Recovery-Faktor
F i

’Teff(x) - Tco = ..
Ux)e, F,

bilden. Im Gegensatz zu dem Recovery-Faktor
r nach Gleichung (26) ist r. auch noch von n
abhéngig. Im allgemeinen besitzt r. keine
physikalische Bedeutung. Lediglich fiir n =0
ldsst sich die von x abhingige Temperatur
T.dx) als diejenige Temperatur interpretieren,
welche die Wand fiir alle x annehmen muss,
damit an der betrachteten Stelle x der Warmei-
bergang verschwindet. Da man die Verteilung
Tidx) fir n =0 mit einem Modell, das aus
Material mit unendlich grosser Wéirmeleit-
fahigkeit hergestellt ist, experimentell ermitteln
konnte, wurde von Eckert [3] 7o (m, C, Pr,n = 0)
mit r, bezeichnet, vergl. auch Brun [7]. Im
Gegensatz dazu miisste der Recovery-Faktor
nach Gleichung (26) r = r (m, C, Pr,n = 2m)
mit einem Modell bestimmt werden, das aus
Material ohne Wirmeleitfihigkeit besteht.

Da die Energiegleichung, Gleichung (3), linear
ist, ldsst sich die vorstehende Betrachtung sofort
auf allgemeine Verteilungen der Wandtem-
peratur von der Form

Ty(x) = T, + S Tx"

erweitern, wobei n beliebige, auch negative und
gebrochene Zahlen sein kénnen. Durch Super-
position erhdlt man dann fiir die Temperatur-
verteilung

T(x,y) = T + 2 %1, n) T,x"

2
U g

und damit fiir den Warmeiibergang

1U
gx) = — 4 \/ [’";’ %‘)] [Z %(0, n) Tx"

U*(x)
c

(30)

reee (m, C, Pron) =

(31

+ (32)

-+

.9{,(0)] . (33

4

2.2. Ldsungen ohne Beriicksichtigung der Rei-
bungswdrme '
Die Differentialgleichung (16} ist schon mehr-
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fach in der Literatur behandelt worden. Eine
Zusammenstellung von Arbeiten, in denen
Losungen dieser Gleichung angegeben sind,
befindet sich in Tabelle 1. Da die praktisch
wichtigen Bereiche der Parameter durch die
vorhandenen Losungen bereits iiberdeckt sind,
sollen hier nur gewisse Spezialfille der Glei-
chung (16), insbesondere diejenigen fiir grosse
und fiir kleine Prandti-Zahlen betrachtet werden,
da sich dann einfache Formelin fiir den Wirme-
strom an der Wand herleiten lassen.

22ln= —(m+ 1)/2 = — 1/2 ~ B). Indie-
sem Fall lisst sich die Differentialgleichung (16)
sofort integrieren, vergl. [14, 15], und liefert

Nu,  CPr
JRe) J2-p)
222 n =0 (konstante Wandtemperatur). Die
Losung der Differentialgleichung ldsst sich
explizit angeben [21]. Fiir die Nusselt-Zahl folgt
daraus:
Nu,
JRe,)

(34)

_ 1
J2-p) T exp[—Pr f Fin)dn] dn

Im Sonderfall m =0 (8 = 0) ldsst sich aus
Gleichung (9) sofort die Beziehung

1700 = £ ") exp [ | ) dr)

35)

(36)

herleiten, wodurch statt Gleichung (35) auch
die bekannte Beziehung von Pohlhausen [1]
Nu,
J(Rey)
1 [ro)

V@ f Lo an

benutzt werden kann. Gleichung (37) besagt
unter anderem, dass die Nusselt-Zahlen bei
f7(0) = 0—dieser Fall liegt nach [5] bei C =
—0,8757 vor—fiir alle Prandtl-Zahlen ver-
schwinden. Fir Pr =1 geht Gleichung (37)

(m=0) (37
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iiber in die bekannte Beziehung der Reynolds-
Analogie:

Nu, "
JRe.) J(z)f ©

Wie Watson [22] gezeigt hat, ndhern sich fiir
grosse Absaugegeschwindigkeiten (C — o) die
Geschwindigkeitsprofile der Keilstromungen

(m=0,Pr=1. (38

dem asymptotischen Absaugeprofil, d.h. es gilt:

J=C+n—(1—-e. (39)

Setzt man das in Gleichung (35) ein, so ergibt
sich fiir grosse Werte C sofort:

Nu, _ pPrC
JRe) J2-B)

22.3.2n/(m + 1) » 1.Indiesem Fall dominiert
der dritte Term in Gleichung (16), so dass der
zweite Term demgegeniiber vernachlassigt wer-
den kann. Da das Glied [2n/(im + 1)] Prf’
von der Grossenordnung Eins ist, treten nur sehr
kleine Werte f’ (1) auf, so dass man fiir f'(y) die
Reihenentwicklung um 7 = 0 einsetzen kann:

fm)y=f"On—[B+ Cf"(0)] + 0 (n%).
(41)

(C = o). (40)

Damit folgt fiir Gleichung (16)

2
9 — " _prf0)n%, =0  f10)£0 (42)
m+ 1

bzw.

%+ 43)

? PrBy* =0 f10)=0

Diese Gleichungen enthalten den Absauge-
parameter C nicht mehr explizit, jedoch sind
f(0) in Gleichung (42) bzw. 8 in Gleichung (43)
noch von C abhingig. Wie Tifford und Chu
[14] gezeigt haben, lassen sich die Losungen
der Gleichungen (42) und (43) durch Bessel-
funktionen darstellen. Fiir den Wirmeiibergang
ergeben sich daraus die folgenden Bezichungen:

\/I(VI';Z)=0,7290 [n \/( £(0) P ]
‘ £70) >0

(44)

Nu,
J(Rey)

2.2.4. Reduktion auf Normalform. Mit dem
Ansatz

= 0,5685(— mn Pr)*

f"(0)=0. (45)

%) = B0r)exp [~4 Pr | fdn] 46
erhilt man aus Gleichung (16) fiir die Funktion
0(n) folgende lineare Differentialgleichung
zweiter Ordnung in Normalform:

8" +Pno=0 47)
mit
P(n) = —4Pr?f2(m) — [ + 2 — pn] Prf'(n).
(48)
Die Randbedingungen lauten:
n=0: 00 =1
n = oo : 8(co) = O[exp (3Pr?)] (49)
Fiir den Anstieg bei n = 0 folgt daraus:
%(0) = 6(0) — $Pr C. (50)

2.25. Pr— . Bei gro.sen Prandtl-Zahlen
ist die Dicke der Temperaturgrenzschicht klein
gegeniiber derjenigen der Strémungsgrenz-
schicht. Die Temperatur nimmt bereits bei
Wandabstinden den Wert T, der Aussen-
strémung an, bei denen die Geschwindigkeit sich
noch stark mit  indert. Es geniigt deshalb, fiir
die Funktion f(n) in Gleichung (16) eine Rei-
henentwicklung fiir kleine # zu verwenden:

f) =C+3f"0)n* — 4B + Cf O] 7
+ O(n*). (51)
Damit ergibt sich aus Gleichung (48)
P(n) = — §Pr’C* — Pr[3 + 2 — B)n]f"O)n
— {&Pr’Cf"(0) — 3Pr[3 + 2 — B)n]
x [B+ Cf O n* +0(n*).  (52)

Die auf diesc Weise gewonnenen Formeln fiir
den Wirmeiibergang bei grossen Prandtl-Zahlen
sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Sie sollen
im folgenden noch kurz besprochen werden.
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Tabelle 2. Formeln fiir das asymptotische Verhalten der Nusselt-Zahlen bei grossen Prandtl-Zahlen ohne Beriicksichtigung
der Reibungswdrme

Nu, U T agoffr )
J(Rex)_wz—m[ch' Ai(k){[z“z f”"]f <°)Pr}]

£70) > 0 1 i pt (56)
k==
oo Bt e-palrop
<
(Ausblasen) Nu, 1 1 rg+kf{ 1__T1 }*
JRe) ~ J2 - ﬁ)[icp' M v {‘ 5“’[5 *e- ﬂ"ﬂ
£0) =0 1 ot py2 (59)
k=-
8/~ 1P+ Q- Pl
Nu, L OLSOP T + 402 — HITR)
() 0 = Pr? 61
o S JRe) JO-B SB+in2-pird 6D
- Nu, 4 (BTl +2n2 - ITQ)
") = 0 _ fut Prt 62
70 J(Re;) J(Z—ﬂ)<4!> o+ -prd €3
Nu C
C>0 o tx
(Absaugen) JRe) " Ja-p"" 4

(a) Fiir C > 0 geniigt die Beriicksichtigung des Im Grenzfall C — 0 geht Gleichung (56)

absoluten Gliedes in Gleichung (52). Man in das erste Glied der Formel von Imai [24]

erhilt dann aus Gleichung (47) sofort die iiber.

Losung Fiir f"(0) = 0 erhilt man aus Gleichung
6(n) = exp (—4 Pr Cr) (53) (47) unter Beriicksichtigung auch des quad-

ratischen Gliedes in Gleichung (52):

woraus wegen Gleichung (50) Formel (54) 0" — (4Pr2C? — 4B Pr[} + (2 — P2} 0

folgt.
(b) Fiir C < 0 muss unterschieden werden zwi- =0.  (58)
schen Fillen mit f"(0) > 0 und solchen mit Die Losung dieser Gleichung lisst sich mit

£7(0) = 0 (Ablésung).

. . Hilfe von konfluenten hypergeometrischen
Fiir f(0) > 0 geniigt in Gleichung (52)

Funktionen angeben. Fiir die Nusselt-Zahl

die Berﬁcksicht@gung des absolutep uqd folgt daraus mit B #0 die Formel (59)
des lincaren Gliedes. Dann lasst sich die in Tabelle 2. Im Sonderfall C =0, § =
vereinfachte Gleichung (47) —0,199 und n =0 ergibt sich dann die
0" — (}Pr*C* + Pr[ + 2 - pnlf"@)n}0  Formel

=0 (55 Nu

X —*_=0235Prt (C=0,n=0), (60
mit Hilfe von Airy-Funktionen A/k) 16sen J(Rey)
[23]. Fiir die Nusselt-Zahl erhélt man dann die bis auf eine geringe Abweichung des

Formel (56) der Tabelle 2. Fir sehr grosse Zahlenfaktors mit der Formel von Evans

Werte k folgt Ajk)/A(k) = —k* und damit [14] ibereinstimmt.

aus Gleichung (56) (c) Fiir C = 0 und f"'(0) # 0 wurde bereits von
Nu, Punnis [25] und Fettis [26] die Formel (61)

J(Rey) =0 (Proow,C<0). (57 der Tabelle 2 angegeben, vergl. auch [27,



28], die mit der Formel von Lighthill [29]
identisch ist und fiir n = 0 in die Beziehung
von Evans [4] iibergeht.

Fiir C = OQund f7(0) = 0 (f = —0,199)
gilt nach Rosner [30] die Formel (62) der
Tabelle 2, die im Fall n = 0 wiederum in die
Beziehung von Evans [4] iibergeht.

Es sei hier angemerkt, dass fiir grosse
Werte n die Gleichungen (56) und (59) wegen
k - 0 dieselben Ergebnisse liefern wie die
Gleichungen (61) bzw. (62). Diese Ergebnisse
sind dann ausserdem identisch mit den
Gleichungen (44) bzw. (45).

2.2.6. Pr — 0. Bei kleinen Prandtl-Zahlen ist
die Stromungsgrenzschicht sehr viel diinner als
die Temperaturgrenzschicht, so dass fiir die
Geschwindigkeit in guter Niherung der iiber 5
konstante Wert der AussenstrOmung gesetzt
werden kann:

} (63)

Fiihrt man diese Werte, die den Absauge-
Parameter C nicht mehr enthalten, in Gleichung
(48) ein, so ergibt sich aus Gleichung (47) die
Differentialgleichung

0 — P> + [3+ (2 — Pn]Pr}0=0 (64)

deren Losungen durch konfluente hypergeo-
metrische Funktionen dargestellt werdenkénnen
[23]. Fiir die Nusselt-Zahl ergibt sich dann:

Nu, =\/ 2 I+ @®2)@2 - p)] prt
JRe) V2-BTE+(m22-p]

fm) =n
fm=1

(65)

Die Beziechung Gleichung (65) ist bereits von
Morgan et al. [31] angegeben worden.

2.3. Zusatzlosung infolge Beriicksichtigung der
Reibungswdrme
Die vom Parameter n unabhéngige Differen-
tialgleichung Gleichung (17) wurde fiir eine
grossere Anzahl von Werten C, Pr und m
mittels der elektronischen Rechenanlage Siemens

K. GERSTEN und H. KORNER

2002 numerisch gelést. Die fiir den Wirmeiiber-
gang nach Gleichung (19) wichtige Grosse
3:(0) ldsst sich wie folgt aus den Werten
Nu,/,/(Re,) und r, die in den Tabellen 3 und 4
angegeben sind, ermitteln :

Nu,
JRe)"
(66)

Da die Werte 3;{(0) mit dem noch zu besprechen-
den Recovery-Faktor r aufs engste verbunden
sind, soll der Verlauf und insbesondere das
asymptotische Verhalten von %{0) nicht im
einzelnen betrachtet werden. Statt dessen soll
spater das entsprechende Verhalten des Re-
covery-Faktors besprochen werden. Es sei hier
nur auf den Spezialfall § = —0,5 (m= ~3})
hingewiesen, filr den sofort eine geschlossene
Losung von Gleichung (17) durch einfache
Integration gefunden werden kann. Unter Be-
nutzung der Gleichung (9) fiir = —0,5 erhiilt
man nach einigen Zwischenrechnungen:

9u(0) = Fy(m, C, Pr) = 3/(2 — B)

9(0) = Pr T [f"]* dn = $PrC (B = —0.5).
(67)

3. WARMEUBERGANG FUR n = 2m

3.1. Ldsungen ohne Beriicksichtigung der Rei-
bungswdrme
Im Hinblick aufdie Berechnung des Recovery-
Faktors r wurde auch das zugehorige Problem
ohne Beriicksichtigung der Reibungswirme fiir
die Kombinationen n =2m untersucht. Es
wurden fiir eine gréssere Anzahl von Parametern
m, C und Pr die Losungen der Gleichung (16)
mit n = 2m numerisch ermittelt. Die daraus
gewonnenen Ergebnisse fir die Werte Nu,/
J/(Re,) sind in den Tabellen 3 und 4 zusammen-
gestellt. Spezielle Losungen und asymptotisches
Verhalten lassen sich sofort aus den Ergebnissen
des Abschnittes 2.2 durch Spezialisierung auf
n = 2m erhalten.
In den Bildern 2 und 3 sind die Ergebnisse der
Werte Nu,/./(Re,) als Funktion der Prandtl-
Zahl und des Absaugeparameters C aufgetragen,
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BiLp 2. Wirmeiibergang bei einer Keilstrémung (m = 4; f = {) in Abhiingigkeit von der
Prandtl-Zaht Pr und dem Absaugeparameter C. Es gilt n = 2m = . Asymptotisches Ver-
halten entsprechend den Formeln in Abschnitt 2.2.

und zwar fiir die beiden Falle § = 0,5 (Zusam-
menhang mit rdumlicher Staupunktstromung,
vergl. [1]) und B =1 (ebene Staupunktstré-
mung). Die eingezeichneten asymptotischen
Kurven fiir grosse und kleine Prandtl-Zahlen
entsprechen den in Abschnitt 2.2 angegebenen
Formeln. Wie auch schon aus den Ergebnissen
fiir die ebene Platte (m = n =0), zB. in [3],
bekannt ist, wird durch Absaugen der Wirme-
iibergang grosser und durch Ausblasen kleiner.
Der Einfluss von Absaugen oder Ausblasen auf
die Nusselt-Zahl nimmt mit wachsender Prandtl-
Zahl stark zu. Fiir negative C-Werte (Ausblasen)
ergibt sich eine maximale Nusseli-Zah! in der
Umgebung von Pr = 1. Den starken Einfluss
von Absaugen oder Ausblasen auf den Wirme-
iibergang kann man noch deutlicher an Bild 4
erkennen. Insbesondere zeigt das Bild, dass die
Nusselt-Zahl fiir grosse Absaugeparameter nega-

tiv werden kann. Auf dieses Verhalten, das
nur bei negativen f-Werten auftreten kann,
hat bereits Schuh [10] hingewiesen. Bei
negativen §-Werten nimmt die Wandtemperatur
mit zunehmenden x-Werten ab. Dadurch ent-
stehen Temperaturprofile in der Grenzschicht,
in denen hohere Temperaturen als die Wand-
temperatur auftreten, so dass Wirme von der
Stromung an die Wand {ibergeht, obwohl die
Wand eine héhere Temperatur als die Umge-
bung besitzt. Die “Ubertemperatur” entsteht
durch Zufluss aus den stromaufwirts gelegenen
Gebieten mit héherer Temperatur. Hieran wird
deutlich, dass bei verdnderlicher Wandtem-
peratur nicht nur die Ortliche Differenz von
Wand- und Aussentemperatur, sondern auch
die “Vorgeschichte” der Temperaturgrenzsch-
icht in die Berechnung des Wirmeiiberganges
eingeht, vergl. [1, 2, 12]. In Bild 5 sind diejenigen
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BILD 3. Wirmeiibergang bei der Staupunktstromung (m = 1; = 1) in Abh'z‘mgigkei} von
der Prandtl-Zahl Pr und dem Absaugeparameter C. Es gilt n = 2m = 2. Asymptotisches
Verhalten entsprechend den Formeln in Abschnitt 2.2.

Bereiche im f-C-Koordinatensystem getont
dargestellt, in denen der Wirmeiibergang Null
werden kann. Danach kann dieser Fall im linken
Zwickel (C < 0) fir Prandtl-Zahlen Pr > 1
und im rechten Bereich fir 0 < Pr < 1 auf-
treten. Da also fiir f < 0 sowohl positive als
auch negative Nusselt-Zahlen auftreten, wurde
auf eine Darstellung der Ergebnisse entsprech-
end den Bildern 2 und 3 verzichtet, da dann die
logarithmische Auftragung ungeeignetist. Soweit
moglich wurden die vorliegenden Ergebnisse
mit bekannten Losungen der in Tabelle 1
genannten Autoren verglichen. Die Uberein-
stimmung war in fast allen Fillen recht gut.

3.2. Berechnung des Recovery-Faktors r

3.2.1. Aligemeine Lisung. Wie schon erwiihnt,
wurden fiir die Kombination n = 2m und
eine Anzahl Pardmeter m, C und Pr die Glei-
chungen (16) und (17) numerisch geldst. Aus
den Anstiegen der Losungen bei n = 0 34(0) = F,
und 94(0) = F;; wurde der Recovery-Faktor r
aufgrund der Beziehungen Gleichung (24) und

Gleichung (26) nach der bereits in Gleichung
(66) gegebenen Formel wie folgt berechnet:

-T2
"~ UXx)2c, Ec*  F
90) 291(0)

=" %0 - Je = pNuJRey @

Die erhaltenen Zahlenwerte sind in den Tabellen
3 und 4 zusammengestellt. Im folgenden sollen
noch einige spezielle Formeln fiir r diskutiert
werden.

322 B= —05 (m= —1%). Wegen der ein-
fachen Beziehungen Gleichung (34) und Glei-
chung (67) folgt sofort, dass fiir § = —0,5 der
Recovery-Faktor r fiir alle Prandtl-Zahlen und
alle Absaugeparameter gleich Eins ist.

323. B =0 (m = 0, ebene Platte). In diesem
Fall gilt die bereits bekannte geschlossene
Formel, [1]:

r = 2Pr :f L [(3;' FrO* P dEldn  (69)
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BiLD 4. Wirmeiibergang bei Keilstromungen in Abhéingig-
keit vom Absaugeparameter C und dem Keilwinkel g =
2m/(m + 1) bei Pr = 0,7. Es gilt n = 2m.

BiLD 5. Bereiche, in denen ohne Beriicksichtigung der

Reibungswiirme bereits der Wirmeiibergang verschwinden

kann. Es gilt n = 2m. In den getdnten Gebieten gibt es

zu jedem Punkt der $-C-Ebene jeweils eine Prandtl-Zahl

aus dem angegebenen Intervall, fiir die der Warmetibergang
verschwindet.

die im Sonderfall Pr =1 stets r = 1 liefert.
Ebenso ergibt sich fir C — oo unter Beriick-
sichtigung von Gleichung (39) unabhingig von
der Prandtl-Zahl der Wert r = 1.

3.24. Pr — 0. Fiir C > 0 lasst sich Gleichung
(17) vereinfachen zu

9+ PrCSy = —Prf"? (70)

wofiir leicht die Losung angegeben werden kann
[23]. Fiir den Anstieg an der Wand folgt aus
der Losung

%4(0) = Pr | [1"en)]* dn (71)
was mit Gleichung (54) und Gleichung (68)
ergibt:

2 O
r= Ef [f"m]*dn  (C>0. (72)

Danach strebt der Recovery-Faktor r fiir grosse
Prandtl-Zahlen einem endlichen Wert zu. Der
Vollstandigkeit halber wurden in die Tabellen
3 und 4 auch die Werte des in Gleichung (72)-
auftretenden Integrals mit angegeben, das mit
der Energieverlustdicke wie folgt zusammen-
hingt:

[ropan-5+0+s 7w
0

0
x {1-Lf0P}dn. (73

Fiir C = 0 wurde von Le Fur [32] gezeigt, dass
die Formel fiir r bei grossen Prandtl-Zahlen von
m unabhingig ist. Es gilt danach fiir beliebige
m die von Narasimha und Vasantha [33] fiir
m = 0 aufgestellte Gleichung:

r = 1,9222 Pr¥ — 1,341 (C = 0, m beliebig).
(74)
3.2.5. Pr — 0. Fiir kleine Prandtl-Zahlen kann

Gleichung (17) in erster Niherung ersetzt
werden durch die Gleichung

= —Prf"? (75)
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BILD 6. Recovery-Faktor fiir die lingsangestromte ebene Platte (m = 0; § = 0) in Ab-
hingigkeit von der Prandtl-Zahl Pr und dem Absaugeparameter C. Es gilt n = 2m = 0.
Asymptotisches Verhalten entsprechend den Formeln in Abschnitt 3.2,

aus der sofort folgt: Gleichung (77) stimmt mit der Formel von
© Morgan et al. [31] iiberein, die auch durch die
80 = Pr { [f"m]*dn. (76) von Sparrow und Gregg [34] firm =0,C =0

[+

und Pr = 0,03; 0,01 und 0,006 angegebenen

Damit ergibt sich aus Gleichung (65) mit Werte der exakten Losungen bestitigt wird.
n=2m 3.2.6. Beispiele. Wie bereits erwihnt, sind fiir
T+ 3 b zahlreiche Wertepaare 8, C und Pr die Recovery-
=/ TG+ D) prt J[ f"(m}*dn. (77)  Faktoren berechnet und in den Tabellen 3 und 4
v zusammengestellt worden. Als Beispiele sind in

ICL 7
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0,01 45 o 4 & : 48 p h 100
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BiLD 7. Recovery-Faktor fiir die Staupunktstromung {m= 1; # = 1)in Abhingigkeit von
der Prandtl-Zahl Pr und dem Absaugeparameter C. Es gilt n = 2m = 2. Asymptotisches
Verhalten entsprechend den Formeln in Abschnitt 3.2.
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den Bildern 6 und 7 die Recovery-Faktoren in
Abhingigkeit von Pr und C fiir die Werte
B =0 (ebene Platte) und B =1 (Staupunkt-
stromung) aufgetragen. Ebenfalls eingetragen
sind die Geraden entsprechend den asympto-
tischen Entwicklungen fiir grosse und kleine
Prandtl-Zahlen nach Gleichung (72) bzw. Glei-

20 .
{
J }\ Pre—o
1,5 1
Y ( e 10
Strémung — |
ri vd
//k o
05 Ly
\ 0,0l
o E ]
=20 -5 -1,0 -0,5 [} 0,5 1o 15 20
8

BiLp 8. Recovery-Faktor fiir Keilstromungen in Abhiingig-
keit vom Keilwinkel 8 = 2m/(m + 1) und der Prandtl-Zah!
PrbeiC =2 Esgiltn =2m.

chung (77). Trigt man bei einem festgehaltenen
Absaugeparameter C den Recovery-Faktor als
Funktion von § und Pr auf, so ergibt sich die
Darstellung entsprechend Bild 8 (C = 2). Alle
Kurven schneiden sich im Punkt § = —0,5;
r = 1. Fiir kleinere p-Werte zeigen die Kurven
unterschiedliches Verhalten bei Pr > 1 und
Pr < 1. Wihrend sie fiir Pr > 1 stets r-Werte
zwischen O und 1 liefern, weisen sie fiir Pr < 1
jeweils eine Unendlichkeitsstelle auf. Diese
Stellen entsprechen nach Gleichung (68) genau
denjenigen Losungen, die bereits ohne Beriick-
sichtigung der Reibung verschwindende Nusselt-
Zahien liefern (vergl. Bild 5).
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ANHANG
Ebene Kanalstrémung (m = —1; f — o0)
Der Spezialfallm = — 1 erfordert eine Sonder-

behandlung, weil dafiir die Ahnlichkeitsvariable
n nach Gleichung (7) nicht mehr definiert ist und
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daher alle darauf aufbauenden Gleichungen
ihre Giiltigkeit verlieren. Die Aussenstromung
mit der Geschwindigkeit U(x) = u,/x entspricht
der Strémung einer Potentialquelle und lisst
sich nach Bild 9 als Stromung in einem divergen-
ten Kanal (Diffusor) deuten. Fithrt man analog

BiLp 9. Stromung in einem divergenten Kanal (Diffusor)
mit der Aussenstrémung U(x) = u,/x und Absaugung

vp(x) = ~/[UX) v/x] k.

zu Gleichung (7) die Ahnlichkeitsvariable

_ U(x u
= y\/[—L )] =Y \/(—‘) (79)
vXx X v
ein, so ist mit den Ansitzen
Uy
u = Ugli) = ;‘g(n) (79)

b= —[\/U(x’ ”][g(ﬁ) Gk 80)

X

die Kontinuititsgleichung erfiillt und fiir die
Funktion g(7) gilt:

g +g*—1+ky=0 (81)

mit
= 0: g0) =0 )
§=00: g(oco)=1. (82)

Wie bereits Holstein [35] gezeigt hat, gibt es
nur fir Werte k > 2,/(2) Losungen der Glei-
chung(81), die die geforderten Randbedingungen
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erfiillen. Von Holstein wurden die Lésungen 2.5 3> 1:
far die Werte k = 2.,/(2), 4, 6, 8 und 10 nu- Nu, s
merisch berechnet. N R —0,7290 [ng'(0) Pr]*.  (86)
Fiir die dimensionslosen Temperaturvertei-
lungen entsprechend Gleichung (16) und Gleich- 3.Proa N
ung (17) folgt jetzt mit 9x) und 9y(): :/(_}'{‘;_) = kPr (87)
XN + Prk3;+ Prngd; =0 (83) 9,(0) = Pr T [g'@)]? d7 (88)
S + PriSy — 2PrgSy = —Prg? (84) } °
1= 0: H0O =1 30)=0 = %f AP (n=-2. (89
=o00: 9{o0)=0 9(0) =0 ‘
4. Pr—-0 N
Untersucht man die Gleichungen (83) und (84) Uy _
auf das asymptotische Verhalten ihrer Ldsungen J(Re,) (=nPr¥ +3Prk (90)
hin, so ergeben sich nacheinander die folgenden ©
Formeln: 31(0) = Pr _([ [g'(m)]? dff on
1L.n=0:
Nu, Prf [om]* d7
=k Pr. (85) r= (n=-2).(92)

J(Re,) J(ZPr ) +4iPrk

Abstract— The incompressible laminar boundary layer for wedge type outer flow velocity distributions
U(x) = u;x™(—1 < m < o) including continuous suction or blowing is considered. Taking into account
frictional heat and assuming Ty{x) — T, = T,x" as wall temperature distribution the heat flux at the
wall g(x, m, C, n, Pr, Ec) has been calculated, where C determines the normal velocity at the wall (C > 0
suction ; C < 0 blowing). Pr refers to Prandt! number and Ec = u}/c,T, to Eckert number. Many numeri-
cal results as well as asymptotic formulae for the limiting cases of low and high Prandt! numbers are
given. The meaning of the recovery factor for variable wall temperatures is discussed. The special case
n = 2m, for which the temperature field leads to self-similar solutions, is considered in detail. Form = —1
the results are summarized in the Appendix.

Résumé—La couche limite laminaire incompressible pour des distributions de vitesse d’écoulement
extérieur du type diédre U(x) = u,x"(—1 < m < o0) est considérée en incluant ’aspiration ou le soufflage
continu. En tenant compte de la chaleur de frottement et en supposant comme distribution de température
pariétale Ty{x) — T,,x", le flux de chaleur pariétal g{x, m, C, n, Pr, Ec) a été calculé, ou C détermine
la vitesse normale A la paroi (C > Oaspiration; C < Osoufflage). Prest le nombre de Prandtl et Ec = uj/c,T,
le nombre d’Eckert. De nombreux résultats numériques sont donnés ainsi que des formules asy mptotiques
dans les cas limites des nombres de Prandtl faibles et éléves. La signification du facteur pariétal de frotte-
ment pour des températures pariétales variables est discutée. Le cas spécial » = 2m, pour lequel le champ
de température conduit 4 des solutions en similitude, est considéré en détail. Pour m = —1, les résultats
sont résumés dans I’'annexe.

Amsoraipua—PaccMaTpHBaeTCA HeCKMMAEeMbl JTaMHHAPHEY TOTDAHNYBLIA CIIOH frpH pacupe-
AeneHMH cKopocrelt Tuna (BHemHee ofrexamme kamua): Ulx) wmn x™.(—1 >m<w) mpm
HelmpepHBHOM OTCOCE MJIM BIyBe. YUHTHBAA TEINIOTY TPeHHA M mojarad, 9T0 Tw(x)—T o=
Twx™ eCTh pacnpefeseHHe TeMNEPATYpPH B CTeHKe, PacCYATHBAETCA TEILIOBO# NOTOK HA
crenke g (x, m, C, n, Pr, Ec), rie C-HOpMaJbHAA COCTABIAKINAA CKOPOCTH Ha creHKe (C > 0
opr orcoce, C < 0 npu BxyBe). Pr — uucno IIpaugraa n Ec=u*1/CyTn — uHcAO DKKepTa.
IlpuBogATCA MHOTOYMCIIEHHEE YHCICHHNE PesyJbTaTH, 4 TaKKe aCHMITOTHYECKHe POPMYIH
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ANA TpefeibHHX' CIYYaeB MaAMx ¥ Gompumx uucen Ilpammmia. O6cysminaercn suadenne

roadunHenTa BOCCTAHOBJICHNA A HePeMEeHHEX TeMIepaTyp CTeHKH. JeTalpHo paceMarpu-

BAaeTCA YaCTHHI ciryyall # = 2 m, B KOTOPOM TeMIIEPATYPHOE MOJe NPHBOMMT K ABTOMOMNENE-
HeM pemtenusM. Jaa m = —1 pesyasTaru npusogaArca B Ipunomxenun.
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